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En recuerdo de los buenos momentos pasados con Chicho
Abstract. We consider the relative asymptotic behaviour of orthogonal poly-
nomials with respect to varying measures supported on the real line and the
unit circle. The main feature of the results is the generality of the class of
measures studied.
1. Introduccio´n
Consideraremos el problema de la convergencia relativa para medidas cuyo so-
porte este´ contenido en la circunferencia unidad, si bien es posible describirlo sin
dificultad en una situacio´n ma´s general. Sea ρ una medida de Borel finita y positiva
en [0, 2π]. Sea h una funcio´n no negativa en [0, 2π] tal que h ∈ L1(dρ). Denota-
mos por ϕn(dρ) al n-e´simo polinomio ortonormal respecto a la medida dρ y por
ϕn(h dρ) al correspondiente polinomio de la medida h dρ. El problema de la conver-
gencia relativa (o comparativa) consiste en encontrar condiciones para que exista
l´ımn→∞ ϕn(h dρ)/ϕn(dρ) y calcular su expresio´n.
Si la medida ρ cumple log ρ′ ∈ L1[0, 2π] se dice que ρ pertenece a la clase de
Szego˝ y se define la funcio´n de Szego˝ asociada a ρ, S(ρ′; ·), mediante la expresio´n
S(ρ′; z) = exp
{
1
4π
∫ 2π
0
w + z
w − z logρ
′(θ) dθ
}
, w = eiθ, |z| = 1.
La clase de Szego˝ aparece en la resolucio´n del as´ı llamado problema extremal de
Szego˝ (para informacio´n sobre el mismo pueden consultarse, por ejemplo, [Fr], [Ni]
y [Sz]). Si ϕn es el n-e´simo polinomio ortonormal respecto a la medida ρ se cumple
el conocido teorema de Szego˝ (ve´ase [Fr], cap´ıtulo V)
(1) l´ım
n→∞
ϕn(z)
zn
= S(ρ′; z),
uniformemente en subconjuntos compactos de {z : |z| > 1}. De este modo, el pro-
blema de la convergencia relativa puede considerarse una extensio´n de la teor´ıa de
Szego˝ ya que si dρ = dθ/(2π) se tiene ϕn(dρ) = zn.
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En el caso de que las medidas h dρ y dρ pertenezcan ambas a la clase de Szego˝,
la aplicacio´n directa de la fo´rmula (1) implica
(2) l´ım
n→∞
ϕn(h dρ)(z)
ϕn(dρ)(z)
=
S(hρ′; z)
S(ρ′; z)
= S(h; z), |z| > 1.
Este resultado no es completamente satisfactorio, pues para la existencia del segundo
miembro de la igualdad anterior so´lo es necesario que log h ∈ L1[0, 2π]. Por ello, las
investigaciones se han centrado en buscar las condiciones ma´s de´biles posibles para
que se verifique (2). En [Ra], Rakhmanov anuncia sin demostrar que la condicio´n
necesaria log h ∈ L1[0, 2π] no es suficiente y conjetura que logh ∈ Lp[0, 2π], p > 2
s´ı lo es. En cualquier caso el problema permanece abierto.
El primer problema de convergencia comparativa fue planteado por A. A. Gonchar
en [Go], al estudiar la convergencia de los aproximantes Pade´ a funciones meromorfas
tipo Markov. En su trabajo obtuvo una fo´rmula del tipo (2) (la medida ρ soportada
en un intervalo real) bajo las hipo´tesis de que h fuera una fraccio´n racional con polos
fuera del soporte de ρ y ρ′ > 0 en casi todo punto. Puede consultarse tambie´n, en
relacio´n con este tema, [Lo88].
En toda su generalidad, el problema de la convergencia relativa fue planteado
primero por P. Nevai en [Ne]; ma´s tarde, fue estudiado por Rakhmanov, [Ra], y
Ma´te´, Nevai y Totik, [Ma84] y [Ma87]. En estos trabajos, aparte de otros resulta-
dos, se encuentran teoremas que garantizan la existencia del l´ımite (2) imponiendo
a la funcio´n h condiciones no demasiado restrictivas. As´ı mismo hay fo´rmulas com-
parativas sobre el soporte de la medida con hipo´tesis tipo Lipschitz sobre h. En
[Lo90] se demuestran resultados ana´logos para polinomios ortogonales respecto a
medidas variantes, a fin de trasladar los teoremas a medidas con soporte en el eje
real. El propo´sito de este trabajo es demostrar alguna de las fo´rmulas que aparecen
en los art´ıculos anteriores para una clase general de medidas variantes, aquellas que
verifican la condicio´n de admisibilidad fuerte.
2. Definiciones y resultados auxiliares
El contexto natural para el estudio de la convergencia fuerte de polinomios or-
togonales lo constituye los espacios de Hardy. Nosotros nos limitaremos a definir
los espacios Hp y enunciar un resultado que sera´ utilizado en las demostraciones.
Para una consulta ma´s detallada ve´ase [Ru], donde aparecen estos temas de modo
suficiente. Para ma´s informacio´n pueden consultarse las monograf´ıas [Du] y [Ko].
Sea f una funcio´n anal´ıtica en el disco unidad abierto. Sea p un nu´mero real
positivo. Denotamos
Mp(f ; r) =
{
1
2π
∫ 2π
0
|f(reiθ)|p dθ
} 1
p
, r < 1.
Se dice que la funcio´n f , anal´ıtica en el disco unidad abierto, pertenece al espacio
de Hardy Hp si verifica
l´ım
r→1−
Mp(f ; r) <∞.
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Si p ≥ 1, el espacio Hp tiene estructura de espacio normado definiendo la norma de
f como ‖f‖p = l´ımr→1− Mp(f ; r). Claramente, Hs ⊂ Hr si r < s.
El resultado que utilizaremos ma´s adelante es el siguiente:
Teorema 2.1. Toda funcio´n que pertenezca al espacio H1 admite l´ımites radiales
finitos en casi todo punto. Es decir, si f ∈ H1, entonces, para casi todo punto
θ ∈ [0, 2π], existe
l´ım
r→1−
f(reiθ).
Este l´ımite define una funcio´n f∗(θ) = l´ımr→1− f(reiθ) que pertenece al espacio
L1[0, 2π]. Ma´s au´n, f es la integral de Poisson de f∗, esto es
(3) f(z) =
1
2π
∫ 2π
0
f∗(eit)P (z, eit) dt, |z| < 1,
donde P (z, w) =
1− |z|2
|w − z|2 es el nu´cleo de Poisson.
Sean ρn y ρ medidas de Borel, finitas y positivas en [0, 2π]. Por ρn
∗−→ ρ, n→∞,
denotamos la convergencia de´bil∗ de ρn a ρ cuando n tiende a infinito. Es decir,
para toda funcio´n 2π-perio´dica f , continua en [0, 2π], se cumple
l´ım
n→∞
∫ 2π
0
f(θ) dρn(θ) =
∫ 2π
0
f(θ) dρ(θ).
Sea ρ una medida de Borel compleja y regular en [0, 2π] (en el sentido que la
medida de cualquier conjunto de Borel B ⊂ [0, 2π] es el supremo de las medidas de
los conjuntos compactos de [0, 2π] contenidos en B y el ı´nfimo de las medidas de los
conjuntos abiertos de [0, 2π] que contienen a B). La norma de ρ se define como
‖ρ‖ = |ρ|([0, 2π]) ,
donde |ρ| denota la medida positiva dada por la variacio´n total de ρ. Esta aplicacio´n
define una norma en el espacio de todas las medidas de Borel complejas y regulares.
Una sucesio´n de medidas de Borel complejas regulares {ρn} converge en norma a ρ
si
l´ım
n→∞ ‖ρn − ρ‖ = 0 .
Es bien sabido que todas las medidas de Borel finitas y positivas son regulares,
por lo que este tipo de convergencia se aplica tambie´n a las medidas que estamos
manejando (pueden verse estos conceptos y resultados en [Ru], por ejemplo).
Sea {ρn}n∈N una sucesio´n de medidas de Borel finitas y positivas en el intervalo
[0, 2π] tal que para cada n ∈ N el soporte de ρn contiene un nu´mero infinito de pun-
tos. Por dθ/2π denotamos la medida de Lebesgue en [0, 2π], y por ρ′n = 2π dρn/dθ
la derivada de Radon-Nykodym de dρn con respecto a dθ/2π. Por N (respectiva-
mente Z,R,C) denotamos el conjunto de nu´meros naturales (resp. enteros, reales,
complejos).
Sea {Wn}n∈N una sucesio´n de polinomios tal que, para cada n ∈ N, Wn tiene
grado n y todos sus ceros {wn,i}, 1 ≤ i ≤ n, pertenecen al disco unidad cerrado.
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Suponemos que los ı´ndices se toman de tal manera que si w = 0 es un cero de Wn
de multiplicidad m entonces wn,1 = wn,2 = · · ·= wn,m = 0. Consideramos
dσn(θ) =
dρn(θ)
|Wn(z)|2 , z = e
iθ.
Es necesario, para llegar a algu´n resultado concreto, establecer cierto tipo de co-
nexio´n entre las medidas ρn y, a su vez, entre e´stas y los polinomios Wn. A estas
relaciones las llamaremos condiciones de admisibilidad.
Definicio´n 2.1. Fijemos un nu´mero entero k ∈ Z. Se dice que ({dρn}, {Wn}, k) es
fuertemente admisible en [0, 2π] si:
(i) Existe una medida de Borel ρ finita y positiva en el intervalo [0, 2π]
tal que ρn
∗−→ ρ, n→∞ y
l´ım
n→∞
∫ 2π
0
|ρ′n(θ) − ρ′(θ)| dθ = 0.
(ii) ρ′ > 0 en casi todo punto de [0, 2π].
(iii) ‖dσn‖ =
∫ 2π
0
dσn(θ) < +∞ , ∀n ∈ N .
(iv) l´ım
n→∞
n∑
i=1
(1− |wn,i|) = +∞.
(v)
∫ 2π
0
−k∏
i=1
|z−wn,i|−2 dρn(θ) ≤M < +∞ , z = eiθ, n ∈ N (esta condi-
cio´n so´lo se aplica en el caso que k sea un nu´mero entero negativo).
En [Lo89] la definicio´n de admisibilidad fuerte se presenta de manera ana´loga
pero la parte dρn de las medidas variantes no depende de n. Es claro que, en esa
situacio´n, la condicio´n (i) deja de tener relevancia alguna.
No es dif´ıcil probar que l´ımn→∞ ‖ρn − ρ‖ = 0 implica (i) de la definicio´n ante-
rior. La condicio´n (iii) de admisibilidad fuerte garantiza que para cada par (n,m)
de nu´meros naturales se puede construir un polinomio ortonormal variante
ϕn,m(z) = αn,mzm + · · · que esta´ un´ıvocamente determinado por las siguientes
relaciones de ortogonalidad
1
2π
∫ 2π
0
z¯jϕn,m(z) dσn(θ) = 0 , j = 0, 1, . . . , m− 1 , z = eiθ ,
1
2π
∫ 2π
0
|ϕn,m(z)|2 dσn(θ) = 1 , grϕn,m = m, αn,m > 0 .
Sea Φn,m(z) = zm+ · · · = (αn,m)−1ϕn,m(z) y consideremos el polinomio rec´ıpro-
co Φ∗n,m(z) = zmΦn,m(1/z). Para cualquier sucesio´n de medidas de Borel positivas
{σn} tal que
∫ 2π
0
dσn(θ) < +∞, n ∈ N, se cumplen las siguientes relaciones, que no
son ma´s que simples reformulaciones de resultados bien conocidos (obse´rvese que n
permanece fijo en cada fo´rmula):
(4) Φn,m+1(w) = wΦn,m(w) + Φn,m+1(0)Φ∗n,m(w) ,
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(5) Φ∗n,m+1(w) = Φ
∗
n,m(w) + Φn,m+1(0)wΦn,m(w) ,
(6) (αn,m+1)2 = (αn,m)2 + |ϕn,m+1(0)|2 ,
(7) |Φn,m+1(0)| ≤ C
∫ 2π
0
∣∣∣∣ |ϕn,m(z)|
2
|ϕn,m+1(z)|2 − 1
∣∣∣∣ dθ , z = eiθ ,
donde C es una constante independiente de n y m. Puede consultarse la demos-
tracio´n de (4)–(6) en el cap´ıtulo 1 de [Va], para la de (7) ve´ase el teorema 2 en
[Ma85].
En [Ca] aparece el siguiente teorema del que se deducen, siguiendo te´cnicas
esta´ndar, los dema´s resultados citados en esta seccio´n. Ve´ase dicho art´ıculo para
las demostraciones.
Teorema 2.2. Si ({dρn}, {Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π], entonces
l´ım
n→∞
∫ 2π
0
∣∣∣∣ |ϕn,n+k(z)|
2
|ϕn,n+k+m(z)|2 − 1
∣∣∣∣ dθ = 0,
uniformemente en m ∈ N.
Combinando (4)–(7) y usando el teorema 2.2, obtenemos
Teorema 2.3. Si ({dρn}, {Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π], entonces
(8) l´ım
n→∞Φn,n+k+1(0) = 0 ,
(9) l´ım
n→∞
αn,n+k+1
αn,n+k
= 1 ,
(10) l´ım
n→∞
Φn,n+k+1(w)
Φn,n+k(w)
= l´ım
n→∞
ϕn,n+k+1(w)
ϕn,n+k(w)
= w, |w| ≥ 1 ,
(11) l´ım
n→∞
Φ∗n,n+k+1(w)
Φ∗n,n+k(w)
= l´ım
n→∞
ϕ∗n,n+k+1(w)
ϕ∗n,n+k(w)
= 1, |w| ≤ 1 .
En (10)–(11) la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de las
regiones indicadas.
Siguiendo el esquema del lema 5 en [Lo87] se prueba de modo ana´logo:
Teorema 2.4. Si la terna ({dρn}, {Wn}, j) es fuertemente admisible en [0, 2π] para
todo j ∈ Z, entonces
(12) l´ım
n→∞
Φ∗n,n+k(w)
Φn,n+k(w)
= l´ım
n→∞
ϕ∗n,n+k(w)
ϕn,n+k(w)
= 0, |w| > 1,
para cada k ∈ Z, uniformemente en compactos de {w ∈ C : |w| > 1}.
Necesitaremos, por u´ltimo, el siguiente teorema que aparece en [Ca].
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Teorema 2.5. Si ({dρn}, {Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π], entonces
para toda funcio´n f medible Borel y acotada en [0, 2π] y para cada nu´mero natural
m ∈ N, se tiene
(13) l´ım
n→∞
∫ 2π
0
f(θ)
ϕn,n+k(z)ϕn,n+k+m(z)zm
|Wn(z)|2
dρn(θ) =
∫ 2π
0
f(θ) dθ.
Los resultados anteriores pueden utilizarse para demostrar diferentes teoremas
sobre polinomios ortogonales variantes con soporte en la recta real del modo que
puede verse, por ejemplo, en [Ca] y [Lo89]. Se relacionan ambos tipos de polino-
mios usando ba´sicamente el hecho que una medida soportada en el intervalo [−1, 1]
define, mediante proyeccio´n, una medida en la circunferencia unidad. Nosotros ha-
remos uso de esta construccio´n en la seccio´n siguiente para demostrar un teorema
de convergencia relativa en la recta real.
Sea {w2n}n∈N una sucesio´n de polinomios con coeficientes reales tal que, para cada
n ∈ N: grw2n = in, 0 ≤ in ≤ 2n; y w2n ≥ 0 en [−1, 1]. Si in < 2n, consideramos que
x2n,i = ∞ para 1 ≤ i ≤ 2n− in; si adema´s, in > 0, entonces {x2n,i}2n−in+1≤i≤2n,
denota el conjunto de ceros de w2n. Cuando in = 2n, {x2n,i}1≤i≤2n es el conjunto
de ceros de w2n.
Consideremos dτn = dµn/w2n. Si, para cada n ∈ N,∫ 1
−1
dµn(x)
w2n(x)
< +∞ ,
puede construirse una tabla de polinomios {ln,m}n,m∈N, tal que ln,m = βn,mxm+· · · ,
βn,m > 0, es el m-e´simo polinomio ortonormal con respecto a τn; es decir,
estos polinomios esta´n un´ıvocamente determinados por el hecho de tener coeficiente
conductor positivo y verificar las siguientes relaciones:
∫ 1
−1
ln,k ln,m dτn(x) = δk,m .
De acuerdo con las condiciones anteriores, w2n(cos θ) es no negativo para θ ∈ R
y, de este modo, (ve´ase el teorema 1.2.1 de [Sz]) existe un polinomio algebraico
W ′2n(w), de grado in, cuyos ceros esta´n en U tal que
w2n(cos θ) = |W ′2n(eiθ)|2 , θ ∈ [0, 2π] .
Es fa´cil ver que los ceros de W ′2n son los puntos{
1
Ψ(x2n,i)
}
2n−in+1≤i≤2n
,
donde Ψ denota la aplicacio´n conforme deC\[−1, 1] en {|w| > 1}, tal que Ψ(∞) =∞
y Ψ′(∞) > 0 (en [−1, 1] Ψ se extiende de manera que su funcio´n inversa sea continua
en {|w| = 1}). To´mese W2n = w2n−inW ′2n ; entonces, el grado de W2n es igual a 2n
y
w2n(cos θ) = |W2n(eiθ)|2 , θ ∈ [0, 2π] .
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Los polinomios ln,m esta´n estrechamente relacionados con los polinomios ϕ2n,2m,
polinomios ortonormales con respecto a la medida σ2n definida por
dσ2n(θ) = dτn(cos θ) =
dµn(cos θ)
|W2n(z)|2 , z = e
iθ .
Esto es, σ2n(E) = τn({cos θ; θ ∈ E}) siempre que E ⊂ [0, π] o´ E ⊂ [π, 2π]. De modo
que escribiendo σ2n(θ) = σ2n({0 ≤ t ≤ θ}), tenemos
σ2n(θ) =
{
Gn(1)−Gn(cos θ) si 0 ≤ θ ≤ π,
Gn(1) +Gn(cos θ) si π ≤ θ ≤ 2π,
donde Gn(x) =
∫ x
−1
dτn(t), x ∈ [−1, 1], en todo punto θ donde σ2n sea continua o
equivalentemente, en casi todo punto de [0, 2π]. Luego
σ′2n(θ) = | sen θ|Gn(cos θ) = | sen θ|
µ′n(cos θ)
|W2n(eiθ)|2 = | sen θ| τ
′
n(cos θ),
en casi todo punto de [0, 2π]. Obse´rvese que se cumple que σ′ > 0 en casi todo punto
si τ ′ > 0 en casi todo punto, donde
σ(θ) =
{
τ (1)− τ (cos θ) si 0 ≤ θ ≤ π,
τ (1) + τ (cos θ) si π ≤ θ ≤ 2π,
y τ es cualquier medida del mismo tipo que τn. Para cada n fijo, usaremos la conocida
fo´rmula (ve´ase el teorema V.1.4 de [Fr])
(14) ln,m(x) =
ϕ2n,2m(w) + ϕ∗2n,2m(w)
wm
√
2π(1 + Φ2n,2m(0))
,
donde Φ2n,2m =
ϕ2n,2m
α2n,2m
y x =
1
2
(w+ 1/w). Si Ln,m =
ln,m
βn,m
, la relacio´n anterior se
escribe
(15) Ln,m(x) =
Φ2n,2m(w) + Φ∗2n,2m(w)
(2w)m(1 + Φ2n,2m(0))
.
Denotaremos dρn(θ) = dµn(cos θ). Establecemos ahora una condicio´n de admisi-
bilidad fuerte en la recta real.
Definicio´n 2.2. Sea k ∈ Z fijo, se dice que ({µn}, {w2n}, k) es fuertemente admi-
sible en [−1, 1] si ({ρn}, {W2n}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π].
No es dif´ıcil comprobar, debido a la relacio´n existente entre las medidas en la
circunferencia y en la recta real, que la definicio´n anterior equivale a que la terna
({µn}, {w2n}, k) satisfaga las siguientes condiciones:
(I) Existe una medida de Borel finita y positiva µ en el intervalo [−1, 1]
tal que µn
∗−→ µ , n→∞, y
l´ım
n→∞
∫ 1
−1
|µ′n − µ′| dx = 0 .
(II) µ′ > 0 en casi todo punto de [−1, 1].
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(III) ‖dτn‖ =
∫ 1
−1 dτn(x) < +∞, n ∈ N .
(IV) l´ım
n→∞
2n∑
i=1
(
1− 1|Ψ(x2n,i)|
)
= +∞ .
(V)
∫ 1
−1
−k∏
i=1
∣∣∣1 − x
x2n,i
∣∣∣−1 dµn(x) ≤ M < +∞ , n ∈ N , donde x
x2n,i
≡ 0
si x2n,i = ∞ (esta condicio´n so´lo se aplica en el caso en que k sea
un nu´mero entero negativo).
3. Resultados y demostraciones
En toda la seccio´n se entendera´ que z = eiθ, θ ∈ [0, 2π] y utilizaremos ϕn,m(dσn)
para denotar al polinomio de grado m ortonormal con respecto a la medida dσn.
Necesitamos primero el siguiente lema.
Lema 3.1. Sea h una funcio´n medible Borel no negativa en [0, 2π].
(a) Si existe un polinomio Q tal que |Q(z)|h−1 esta´ acotada en [0, 2π] y ({hdρn},
{Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π] para todo k ∈ Z, entonces, para
cualquier funcio´n f Riemann integrable en [0, 2π] y para cada k ∈ Z fijo, se
cumple
(16) l´ım
n→∞
∫ 2π
0
f(θ) |Q(z)|2
∣∣∣∣ϕn,n+k(h dσn)ϕn,n+k(dσn) (z)
∣∣∣∣
2
dθ =
∫ 2π
0
f(θ) |Q(z)|2 h−1(θ) dθ.
(b) Si existe un polinomio Q tal que |Q(z)|h esta´ acotada en [0, 2π] y ({dρn},
{Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π] para todo k ∈ Z, entonces, para
cualquier funcio´n f Riemann integrable en [0, 2π] y para cada k ∈ Z fijo, se
cumple
(17) l´ım
n→∞
∫ 2π
0
f(θ) |Q(z)|2
∣∣∣∣ ϕn,n+k(dσn)ϕn,n+k(h dσn) (z)
∣∣∣∣
2
dθ =
∫ 2π
0
f(θ) |Q(z)|2 h(θ) dθ.
Demostracio´n. Los enunciados (a) y (b) se prueban usando los mismos argumentos;
llevaremos a cabo la demostracio´n del apartado (a). Ma´s au´n, para simplificar la no-
tacio´n, so´lo consideraremos el caso k = 0 (la prueba es ana´loga para un k arbitrario)
y usaremos los siguientes convenios en la notacio´n
ϕn,m = ϕn,m(dσn), ψn,m = ϕn,m(h dσn), ϕn = ϕn,n, ψn = ψn,n.
Sea Tm un polinomio trigonome´trico arbitrario de grado m ≤ n; entonces (ve´ase
[Fr], cap´ıtulo V, teorema 2.2)∫ 2π
0
Tm(θ)
|ϕn(z)|2 dθ =
∫ 2π
0
Tm(θ) dσn(θ).
Escojamos Q de grado j y m ≤ n − j; entonces el grado de Tm(θ)|Qψn,n−j−m(z)|2
es igual a n y de la igualdad anterior se deduce que
(18)
∫ 2π
0
Tm(θ)|Qψn,n−j−m(z)|2
|ϕn(z)|2 dθ =
∫ 2π
0
Tm(θ)h−1 |Qψn,n−j−m(z)|2 h dσn(θ).
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Como ({hdρn}, {Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π] para todo k ∈ Z y
|Q(z)|h−1 esta´ acotada en [0, 2π], las fo´rmulas (13) y (18) implican
(19) l´ım
n→∞
∫ 2π
0
Tm(θ)
|Qψn,n−j−m(z)|2
|ϕn(z)|2 dθ =
∫ 2π
0
Tm(θ)h−1 |Q(z)|2 dθ.
Por otra parte,∣∣∣∣∣
∫ 2π
0
Tm(θ)
∣∣∣∣Qψn,n−j−mϕn (z)
∣∣∣∣
2
dθ −
∫ 2π
0
Tm(θ)
∣∣∣∣Qψnϕn (z)
∣∣∣∣
2
dθ
∣∣∣∣∣
≤ sup
|z|=1
∣∣∣∣∣1−
∣∣∣∣ ψnψn,n−j−m (z)
∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣
∫ 2π
0
|Tm(θ)| |Qψn,n−j−m(z)|
2
|ϕn(z)|2 dθ.
Segu´n (19), (9) y (10) (aplicado a h dσn) el segundo miembro de esta desigualdad
tiende a cero y, por tanto
l´ım
n→∞
∫ 2π
0
Tm(θ)
|Qψn(z)|2
|ϕn(z)|2 dθ =
∫ 2π
0
Tm(θ) |Q(z)|2 h−1 dθ.
En este punto pueden usarse argumentos de aproximacio´n (como los del teore-
ma 1.5.4 de [Sz]) y demostrar que el polinomio trigonome´trico Tm puede sustituirse
por una funcio´n Riemann integrable arbitraria. Esto prueba (16); (17), como dijimos
anteriormente, se obtiene de modo ana´logo. 
Podemos ahora demostrar convergencia relativa de los polinomios ortonormales
con respecto a h dσn y dσn.
Teorema 3.1. Sea ({dρn}, {Wn}, k) fuertemente admisible en [0, 2π] para todo k ∈
Z. Sea h una funcio´n medible Borel en [0, 2π] verificando:
1. Existe un polinomio Q ≡ 0 tal que |Q(z)|h±1(θ) esta´ acotada en [0, 2π].
2. h ≥ 0 en [0, 2π].
3. ({hdρn}, {Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 2π] para todo k ∈ Z.
Entonces
(20) l´ım
n→∞
ϕn,n+k(h dσn)
ϕn,n+k(dσn)
(z) = S(h; z),
donde el l´ımite es uniforme en subconjuntos compactos de {z : |z| > 1}.
Demostracio´n. En primer lugar, observemos que las hipo´tesis 1 y 2 implican log h ∈
L1([0, 2π]) (por lo que existe la funcio´n de Szego˝ S(h; z)). Nos sera´ ma´s co´modo
probar la relacio´n equivalente
(21) l´ım
n→∞
ϕ∗n,n+k(h dσn)
ϕ∗n,n+k(dσn)
(z) = S∗(h, z) = S(h, 1/z),
donde el l´ımite es uniforme en subconjuntos compactos de U (la fo´rmula (21) se
obtiene de (20) haciendo el cambio de variable z → 1/z y conjugando).
Teniendo en cuenta (11), vemos que es suficiente probar (21) para k = 0. Como
antes, para simplificar la notacio´n, ponemos ϕn = ϕn(dσn), ϕ∗n = ϕ∗n(dσn), ψn =
ϕn(h dσn), ψ∗n = ϕ∗n(h dσn). Podemos suponer que el polinomio Q de las hipo´tesis
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del teorema no se anula en U pues tales ceros no influyen en la acotacio´n de |Q|h±1
en [0, 2π]. Por tanto, las funciones Qψ∗n/ϕ∗n son anal´ıticas y nunca se anulan en U .
Por lo que, utilizando la fo´rmula de Poisson,
log
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(z)
∣∣∣∣
2
=
1
2π
∫ 2π
0
log
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(eit)
∣∣∣∣
2
P (z, eit) dt.
Usando la desigualdad de Jensen, se obtiene
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(z)
∣∣∣∣
2
≤ 1
2π
∫ 2π
0
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(eit)
∣∣∣∣
2
P (z, eit) dt.
Como |ϕn(eit)| = |ϕ∗n(eit)| y |ψn(eit)| = |ψ∗n(eit)|, gracias a (16), obtenemos
(22) l´ım sup
n→∞
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(z)
∣∣∣∣
2
≤ 1
2π
∫ 2π
0
h−1(eit) |Q(eit)|2 P (z, eit) dt,
lo que, a su vez, implica que {ψ∗n/ϕ∗n}n∈N, esta´ uniformemente acotada en subcon-
juntos compactos de U (recordemos que Q no tiene ceros en U). Consideremos ahora
una subsucesio´n arbitraria Λ ⊂ N tal que
l´ım
n∈Λ
ψ∗n
ϕ∗n
(z) = SΛ(z),
uniformemente en subconjuntos compactos de U . En virtud de lo que fue dicho
anteriormente es suficiente probar que para cualquier tal subsucesio´n Λ se tiene
S∗ ≡ SΛ.
Sea r ∈ (0, 1) arbitrario. Usando (16) una vez ma´s, obtenemos
1
2π
∫ 2π
0
|(QSΛ)(reit)|2 dt = l´ım
n∈Λ
1
2π
∫ 2π
0
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(reit)
∣∣∣∣
2
dt
≤ l´ım
n∈Λ
1
2π
∫ 2π
0
∣∣∣∣Qψ
∗
n
ϕ∗n
(eit)
∣∣∣∣
2
dt =
1
2π
∫ 2π
0
h−1(t)|Q(eit)|2 dt.
As´ı, QSΛ ∈ H2 y el l´ımite l´ım
r→1
(QSΛ)(reit) existe en casi todo punto t ∈ [0, 2π]. Por
otra parte, de acuerdo con (22), para cada z = eiθ, θ ∈ [0, 2π] fijo, tenemos
|(QSΛ)(rz)|2 ≤ 12π
∫ 2π
0
h−1(t) |Q(eit)|2 P (rz, eit) dt.
Es bien sabido que el l´ımite del segundo miembro de esta desigualdad existe, cuando
r→ 1, para casi todo z = eiθ, θ ∈ [0, 2π]. Por tanto, tomando dicho l´ımite en ambos
miembros y aplicando el teorema de Fatou (ve´ase, por ejemplo, el cap´ıtulo 11 de
[Ru]), se obtiene que |SΛ(z)|2 ≤ h−1(θ) en casi todo punto de [0, 2π].
Probemos ahora que la desigualdad contraria tambie´n se verifica en casi todo
punto. De hecho, razonando de la misma manera que antes, obtenemos
log
∣∣∣∣Qϕ
∗
n
ψ∗n
(z)
∣∣∣∣
2
=
1
2π
∫ 2π
0
log
∣∣∣∣Qϕ
∗
n
ψ∗n
(eit)
∣∣∣∣
2
P (z, eit) dt,
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lo cual, con la ayuda de la desigualdad de Jensen y (17) implica
|(QS−1Λ )(rz)|2 = l´ımn∈Λ
∣∣∣∣Qϕ
∗
n
ψ∗n
(rz)
∣∣∣∣
2
≤ 1
2π
∫ 2π
0
h(t) |Q(eit)|2 P (rz, eit) dt,
donde z es arbitrario. Tomando l´ımites cuando r → 1, obtenemos |S−1Λ (z)|2 ≤ h(θ)
en casi todo θ ∈ [0, 2π]. Esto, junto con la desigualdad anterior, da |SΛ(z)|2 = h−1(θ)
en casi todo θ ∈ [0, 2π]. Ma´s au´n, S−1Λ adema´s de SΛ pertenecen a H2 por lo que
logSΛ pertenece a H1 y se tiene, utilizando (3)
log |SΛ(z)| = 12π
∫ 2π
0
log |SΛ(eit)|P (z, eit) dt
=
1
4π
∫ 2π
0
log h−1(t)P (z, eit) dt = log |S∗(z)|,
lo cual implica que SΛ y S∗ son iguales salvo un factor de mo´dulo 1, pero S∗(0) > 0
y
SΛ(0) = l´ım
n∈Λ
αn,n(h dσn)
αn,n(dσn)
≥ 0.
Por tanto SΛ(z) ≡ S∗(z). 
Como consecuencia casi directa de los resultados anteriores, se puede demostrar
un teorema de convergencia relativa para polinomios ortogonales con respecto a
medidas cuyo soporte sea un intervalo real.
Teorema 3.2. Sea ({dµn}, {w2n}, 2k) fuertemente admisible en [−1, 1] para todo
k ∈ Z. Sea h una funcio´n medible Borel en [−1, 1] que verifica
1. Existe un polinomio Q ≡ 0 tal que |Q(x)|h±1(x) esta´ acotada en [−1, 1].
2. h ≥ 0 en [−1, 1].
3. ({hdµn}, {w2n}, 2k) es fuertemente admisible en [−1, 1] para todo k ∈ Z.
Entonces
l´ım
n→∞
ln,n+k(h dτn)
ln,n+k(dτn)
(x) = S(h∗(θ)| sen θ|; Ψ(x)),
donde el l´ımite es uniforme en subconjuntos compactos de C \ [−1, 1] y h∗(θ) =
h(cos θ).
Demostracio´n. Consideramos la funcio´n h∗ definida en [0, 2π] mediante h∗(θ) =
h(cos θ). Como en el teorema anterior, hagamos k = 0 (el caso k arbitrario es
ana´logo) y pongamos
ϕn = ϕ2n,2n(dσ2n), ϕ∗n = ϕ
∗
2n,2n(dσ2n),
ψn = ϕ2n,2n(h∗dσ2n), ψ∗n = ϕ
∗
2n,2n(h
∗dσ2n).
Denotemos, por u´ltimo, a los polinomios mo´nicos asociados a ψn y ϕn por Φn y Φ˜n,
respectivamente.
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Debido a la relacio´n (14) (aplicada a ln,n(h dτn) y ln,n(dτn)) y siendo z = Ψ(x),
tenemos
ln,n(h dτn)
ln,n(dτn)
(x) =
ψn(z) + ψ∗n(z)
ϕn(z) + ϕ∗n(z)
√
1 + Φn(0)√
1 + Φ˜n(0)
=
ψn(z)
ϕn(z)
1 + ψ
∗
n(z)
ψn(z)
1 + ϕ
∗
n(z)
ϕn(z)
√
1 + Φn(0)√
1 + Φ˜n(0)
, x /∈ [−1, 1].
Y ahora el resultado se deduce del teorema 3.1, teniendo en cuenta (8) y (12). 
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